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Admittedly, as useful a matter as the motion of fluid and related sciences has
always been an object of thought. Yet until this day neither our knowledge of pure
mathematics nor our command of the mathematical principles of nature have

a successful treatment.

Daniel Bernoulli (1700-1782)
Spis tresci.
1. Model a rzeczywisto$é. Hydrodynamika a hydraulika.
Paradoksy réwnan Eulera. Przyktad.
Roéwnania Naviera—Stokesa — efekt lepkosci.

Model a rzeczywisto$é. Zwiazki. Podstawowe pytania, hipotezy.
Przyklady rozwiazan réwnan Naviera—Stokesa i Eulera.
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1. Model a rzeczywisto$é, hydrodynamika a hydraulika.

Napisano kiedys zlodliwie, ze hydrodynamika wyjasnia zjawiska, ktore nie moga
by¢ obserwowane, natomiast hydraulika obserwuje zjawiska, ktére nie moga by¢é
wyjasnione.

Kto$ inny zauwazyl, ze studiujac klasyczny traktat sir Horaca Lamba

pt. Hydrodynamics, nie dowiemy si¢, ze woda jest mokra.

Niestety, obie oceny zawieraja duzo prawdy, a dowodem tego jest trwajacy od
poczatku nowozytnej historii badan ruchu cieczy i gazéw rozdzwiek w srodowisku
uczonych.

UScislijmy, ze przez hydrodynamike rozumiemy tu teoretyczna dziedzine wiedzy
nalezaca do matematyki i zajmujaca sie badaniem réznych modeli pltynow,

a przez hydraulike — bardziej praktyczne badania, zwigzane z konkretnymi
zastosowaniami inzynierskimi.

2. Paradoksy réwnan Eulera. Przyktlad.
Rozwazmy potencjalny, niescisliwy, nielepki i stacjonarny optyw cylindra
kolowego, opisany réwnaniami Eulera, naszkicowany na rysunku 1,

1

p

divu =0,
i-1=0 na S,
i(o0) = d = (a,0,0),

gdzie S jest brzegiem oplywanego ciala, a > 0.
Mamy tu dwa paradoksy (niezaleznie od symetrii ciala):

e Paradoks odwracalnoci.
e Paradoks d’Alemberta (1752).

Paradoks odwracalnosci méwi, ze jesli (i, p) jest rozwiazaniem powyzszego
zagadnienia, z warunkiem w nieskoniczonosci @, to réwniez (—, p) jest
rozwigzaniem, z warunkiem w nieskonczonosci —a.

Paradoks d’Alemberta méwi, w szczegdlnoéci, ze optywany przedmiot nie stawia
oporu.

Konsekwencja réwnan Eulera jest takze zachowanie energii kinetycznej
przeplywow, tzn. ze nie jest ona dyssypowana w czasie ruchu przez tarcie

o Scianki obszaru przeptywu i tarcie wewnetrzne w plynie, tak jak to jest

w kazdym plynie lepkim.

A zatem, skoro model Eulera produkuje absurdalne konsekwencje, takie jak
np. powyzsze dwa paradoksy, to warto poszuka¢ modelu bardziej przystajacego
do faktow, w szczegdlnodci uwzgledniajacego lepkos$¢ ptynu.
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Rys.2
Ptyn przykleja si¢ do $cianki cylindra,
moze si¢ tez oderwac.

George Stokes (1819-1903)

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)

3. Réwnania Naviera—Stokesa — efekt lepko$ci.

Rozwazmy niescisliwy, lepki i stacjonarny optyw cylindra kotowego. Na rysunku
2 pokazany jest efekt lepkosci: ptyn przykleja sie do Scianki, ale tez moze sie

od niej oderwac, jesli predkosc¢ oplywu jest dostatecznie duza.

Na ponizszych zdjeciach wida¢ dwa mozliwe scenariusze, odpowiadajace réznym
predkosciom optywu.

Drobna zmiana predkos$ci moze spowodowaé radykalng zmiang obrazu.

Widzimy, ze nastepujace sensowne zalozenia nie sa spelnione:

e Symetryczne przyczyny produkuja symetryczne skutki.
e Matle zaburzenia produkujg mate skutki.
e Topologia przepltywu moze by¢ odgadnieta.

Przeptyw za optywanym obiektem jest turbulentny. Naturalne sa pytania:

e Jak mozna go opisa¢? Jakimi narzadziami?
e Jak mozna go zmierzyc¢?

Pomimo bardzo chaotycznego zachowania si¢ ptynu ... ,w tym szalenstwie jest
metoda”. Mamy teori¢ ukladéw dynamicznych, atraktory, miary niezmiennicze,
rozwigzania statystyczne, itd. Pojecia te, zwiazane z réwnaniami
Naviera—Stokesa, pozwalajg opisac i zrozumieé¢ pewne aspekty przeplywéw
turbulentnych pltynéw o stalej gestosci. Jest to zdumiewajace, jesli sie popatrzy
na zalozenia uzyte do wyprowadzenia tych réwnan.

Wyglada na to, ze réwnania te sa ,,madrzejsze od nas”, zawieraja w sobie tresci,
ktorych nikt sie nie spodziewal. Zaiste, tkwi w tym pewna magia, tajemnica.

Ponizej przyjrzymy sie blizej rownaniom hydrodynamiki klasycznej, pytaniom
o ich interpretacje, i kilku hipotezom dotyczacym ich roli w opisie burzliwych
(turbulentnych) przeplywéw plynéw niescisliwych (np. takich jak woda).

Roéwnania hydrodynamiki wyrazaja prawa zachowania. W obszarze przepltywu
wyrdznijmy pewien element plynu poruszajacy sie wraz z ptynem. Niech

w chwili ¢ zajmuje on obszar Q(t) o brzegu 9Q(t). Przez i(x,t) i p(x,t)
oznaczmy wektor predkosci i gesto$é ptynu (w punkcie x i w chwili ¢), a przez

—

f(x,t) gestos¢ sit masowych dzialajacych na plyn (np. sily grawitacji).

Prawo zachowania pedu

%/pﬁdx: /pfdx+ / tdS

Q(t) Q(t) aQ(t)

moéwi, ze zmiana pedu poruszajacego sie wraz z ptynem dowolnego elementu
plynu jest rowna sumie sit dziatajacych na ten element. Po prawej stronie mamy
sity masowe, dzialajace na element oraz sity powierzchniowe zwiazane

z oddzialywaniem elementu plynu z sasiednimi elementami.

Cauchy postulowal, ze sity powierzchniowe w danym punkcie brzegu zaleza tylko
od orientacji brzegu (danej przez wektor normalny % w danym punkcie), skad
wynika, ze t, = ,(x,t,7) = 7 - T(x,t) ), gdzie T jest pewna macierza (zwana
tensorem naprezen), a zatem calke powierzchniowa mozemy zamienié,
korzystajac ze wzoru Greena, na calke po obszarze i dostajemy

(1) /p@—fﬂa-vw) dx = /pfdx+/dwde.

Q(t) Q(t) Q(t)



Roéwnania Eulera wciaz sg waznym
narzedziem mechaniki plynéw, zaréwno
w zastosowaniach, jak i w teorii;

patrz np. ref. G.Birkhoff, paragraf 18.

Powyzej korzystaliémy z réwnania transportu (Reynoldsa)

OF (x,t)
d/ (x,1)d /{ )+ i (F(x, )i(x, £)) hx

Q(t) Q(t)

oraz z prawa zachowania masy
dp
(2) at—i—dwpu-O

prostej konsekwencjii réwnania transportu i dowolnosci obszaru catkowania §(¢).
Wykorzystujac dowolno$é obszaru catkowania w (1), wnioskujemy, ze
w rozwazanym obszarze przeplywu spelnione sa réwnania

(a_ + (@- V)i ) = pf +divT.

ot

Cala fizyka modelu ukryta jest w zalozeniu Cauchy’ego i, w konsekwencji,
w tensorze naprezen, dla ktérego, przy pewnych fundamentalnych ograniczeniach
dotyczacych formutowania praw fizyki, mamy duza swobode wyboru. Pozwala to
wyprodukowaé rozmaite modele hydrodynamiczne. W klasycznej hydrodynamice
w rezultacie ustalen (obserwacyjnych i fenomenologicznych), trwajacych dobrych
kilka dziesigcioleci, wypracowano nastepujaca postaé

8ui a’u,j >

al'j + 8:51

gdzie funkcja skalarna p oznacza cisnienie, a A i p sa lepkosciami ptynu.

(3) T;; = (—p + Adiv ﬁ)(su +u (

Réwnania Naviera—Stokesa wyrazaja prawa zachowania pedu i masy,
odpowiednio, dla ptynu lepkiego i o stalej gestodci, otrzymane z réwnan (1), (2)

i(3),
(4) % + (d(x,t) - V)i(x,t) = —%Vp(x, t) + vAu(x,t) + f(x, t),

(5) divi(x,t) =0,

gdzie v = % > 0 jest tzw. kinematyczna lepkoscia pltynu. W przypadku
granicznym, gdy v = 0, réwnania Naviera—Stokesa redukuja si¢ do réwnan Eulera
plynu nielepkiego o stalej gestsci.

Majac powyzszy uklad réwnan, chcemy zbadaé, czy ma on rozwigzania

w rozwazanym obszarze czasoprzestrzennym G x (0,T), przy zalozeniu, ze
np. znane jest pole wektorowe predkosci w danej chwili poczatkowej ¢t = 0
i na brzegu obszaru, np.

(x,0) = tp(x), x€GqG, da(x,t) =up(x,t), (x,t) € 0G x(0,T),

gdzie iy oraz iup sa dane. Uklad rownan z danymi warunkami w chwili
poczatkowej i na brzegu obszaru stanowi tzw. zagadnienie poczgtkowo—brzegowe.

4. Model a rzeczywisto$¢. Zwigzki. Podstawowe pytania, hipotezy.

Zakladamy tu, ze model jest zawarty w réwnaniach Naviera—Stokesa, ich
rozwiazaniach i wlasnosciach tych ostatnich przy zadanych warunkach
brzegowych i poczatkowych. Musimy odpowiedzie¢ na wazne pytania.

e Co rozumiemy przez rozwiazanie zagadnienia poczatkowo-brzegowego dla
rownania Naviera—Stokesa?

e Jakie warunki brzegowe sa (matematycznie/fizycznie) uzasadnione?

e (Czy interesujace z punktu widzenia fizyki rozwiazania istnieja? Czy sa
jednoznaczne? Czy istnieja na kazdym przedziale czasu (0,7)?

e Czy znajac odpowiednie rozwiagzania, mozemy si¢ dowiedzie¢ czegos nowego
o rzeczywistym zachowaniu sie plynu? Czego powinnismy sie dowiedziec,
a czego raczej nie?

e Jaki jest zakres zastosowan modelu?

Powyzsze pytania stanowia motywacje do badan w zakresie matematycznej teorii
réwnan Naviera—Stokesa od samego poczatku ich powstania. Sporo zrobiono, ale
teoria jest daleka od zamkniecia, i to zaréwno ta jej czesé, ktéra dotyczy samej
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I am an old man now, and when I die
and go to heaven, there are two matters
on which I hope for enlightenment. One
is quantum electrodynamics and
the other is the turbulent motion of
fluids. About the former, I am really
rather optimistic.

Sir Horace Lamb (1932)

matematyki, jak i ta, ktora dotyczy ich zwiazkow z fizyka, hydraulika i innymi
konkretnymi zastosowaniami.

Nie jest znany jeszcze zakres zastosowan modelu Naviera—Stokesa. Jest sporo
wynikéw czastkowych potwierdzajacych jego uzytecznosé, ale tez model ten
prowadzi czasami do paradokséw. W zwiagzku z tym powstaja i badane sa
rozmaite jego modyfikacje.

Ponizej kilka waznych hipotez dotyczacych opisu waznego zjawiska turbulencyi,
dotyczacego bardzo waznej szerokiej klasy rzeczywistych przeptywoéw. Hipotezy
te wciagz stanowia silng motywacje do badan réwnan Naviera—Stokesa.

H1. Istnieje uniwersalna teoria turbulencji opisujaca caty zakres zjawisk
dotyczacych turbulencji.

H2. Rownania Naviera—Stokesa opisuja przepltywy turbulentne.
H3. Osobliwosci rozwigzan réwnan Naviera-Stokesa ttumacza turbulencje.
H4. Turbulencje mozna opisa¢ w ramach teorii chaosu deterministycznego.

H5. Przeplywy turbulentne mozna opisa¢ za pomoca skonczonej liczby
parametréow.

5. Przyklady rozwigzan ré6wnan Naviera—Stokesa i Eulera.

Jezeli rozwazane zagadnienie zawiera w sobie symetrie (dotyczace obszaru
przeplywu, dzialajacych sil, warunkéw brzegowych) i jesli od rozwiazan takze
wymagamy pewnych symetrii, to mozemy czesto tatwo wskazaé takie
rozwiazania. Znajdziemy rozwigzania ukladu réwnan (4)—(5) dla v > 0 i dla

v =0 dla ,tego samego” zagadnienia i poréwnamy je do siebie i ... do naszych
fizycznych intuicji.

Rozwazmy przeplyw miedzy dwiema poziomymi plaszczyznami, odlegtymi o h.
W kartezjanskim uktadzie wspétrzednych obszarem przeptywu jest zbiér

Q= {(z,y,2) € R?0 < 2 < h}. Zalézmy, ze wszystkie dane wraz z rozwigzaniem
nie zaleza od wspoétrzednej y. Wtedy przeplyw jest dwuwymiarowy. Zaldézmy
dalej, Zze na plyn nie dzialaja sily masowe (np. mozna zaniedbaé sile grawitacji),
ze przeplyw jest niezalezny od czasu, tzn. jest stacjonarny, oraz ze jest
skierowany tylko wzdhuz osi Ox. W koncu zalézmy, ze na brzegu obszaru
przeptywu predkosé ptynu jest rowna zeru, tzn. pltyn przykleja sie do $cianki.

Oznaczmy, @(x) = (u(z, 2),0), p(x) = p(z, z). Uklad réwnan Naviera—Stokesa
redukuje si¢ wtedy do prostszego uktadu

ou 0%u 0%u 10p(z,2)
(6) U(Iaz)%(fﬂz)_V(W(IE,Z)—F@(IE,Z))—|—;T_O,
(7) %L} f;i 2y,
(®) UGN

7 przedostatniego rownania wnioskujemy, ze p nie zalezy od wspétrzednej z,
tzn. p = p(x), a z ostatniego réwnania wnioskujemy, ze u nie zalezy
od wspdélrzednej x, tzn. u = u(z). Pozwala to uproscié¢ pierwsze réwnanie
do réwnania rézniczkowego zwyczajnego
d*u 1dp
9 —V——=(2) + ——
) )
z ktérego wynika, ze d’;(f) = G dla pewnej stalej G. Zalézmy, ze G < 0, wtedy
ci$nienie maleje liniowo wraz ze wzrostem x i plyn powinien poruszac sie w te
strone pod wpltywem réznicy ci$nien. Rzeczywiscie, rozwiazujac rownanie
d?u 1
10 —v—=(2)+ -G =0,
(10) =IORE
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z warunkami brzegowymi u(z) = 0 dla z = 0, z = h, otrzymujemy

(11) u(z)

zﬂz(z—h), 0<z<h.

Ze wzgledu na dowolnosc¢ stalej catkowania G widadé, ze tak postawiony przez nas
problem nie ma jednoznacznego rozwiazania. Dopiero dookreslenie zagadnienia,
np. wskazanie sily wymuszajacej ruch plynu poprzez wyboér stalej G, czyni
rozwiazanie jednoznacznym. Ze wzoru (11) widaé tez, ze wraz z maleniem
lepkosci do zera parabola, bedaca wykresem profilu predkosci, wydluza sie,

a maksymalna predko$é (dla z = h/2) rosnie nieograniczenie, podczas gdy

na brzegu obszaru (dla z = 0,z = 1) predkosé plynu pozostaje zerowa.
Rozwiazanie nie stoi w sprzecznoéci z naszym wyczuciem roli lepkoéci, choé

w naturze nikt chyba takiego rozwiazania nie spotkatl. Intuicja podpowiada, ze
przy duzych predkosciach (lub malych lepkosciach) ptyn zachowuje sie w sposéb
burzliwy, przy wcale nieoczywistym zachowaniu przy Sciankach. Mozemy

np. wyobrazi¢ sobie zjawisko zerwania kontaktu z brzegiem (kontaktu
wyrazonego zalozeniem u = 0 dla dla z = 0,z = 1). Istotnie, rzeczywistos¢ jest
znacznie bogatsza od naszych modeli matematycznych.

7 drugiej strony widac¢, ze antycypacja rozwiazania dla przepltywu nielepkiego
przez podstawienie coraz mniejszych lepkosci w rozwiazaniu (11) prowadzi

do absurdu. Fizyka podpowiada, ze skoro przeplyw jest nielepki, to ptyn nie
przykleja sie do materialnej $cianki bedacej brzegiem obszaru, ale si¢ po niej
Slizga, tzn. ze prawidlowy warunek brzegowy na brzegu obszaru powinien by¢
-1 =0, gdzie 7 jest wektorem prostopadlym do brzegu, w naszym przypadku
warunek ten jest spelniony jako czesé zalozenia.

Podstawmy zatem v = 0 w ukladzie (6)—(8), w poszukiwaniu rozwiazania
naszego zagadnienia dla uktadu rownan Eulera. Otrzymamy ...

W tym miejscu zachecam Czytelnika do samodzielnych poszukiwan i konfrontacji
znalezionych rozwiazan z intuicja fizyczna.

Dalsze rozwazania o rozwiazaniach réwnan hydrodynamiki, zwiazane z ich
stabilnodcia, a zatem wystepowaniem w przyrodzie oraz uzytecznoscig modeli
hydrodynamicznych, zastuguja na oddzielny artykut.
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